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摘要 














Two-dimensional elastic contact problems, 
including normal, sliding, and rolling contacts, 
are treated with the finite element method in 
this thesis.  Stress contact conditions are 
transformed into multiple point constraints for 
nodal displacements.  Upon imposing these 
constraints into the finite element system 
equations, the calculated nodal stresses and 
nodal displacements satisfy stress and 
displacement contact conditions exactly.  
Frictional and frictionless contacts between 
similar and dissimilar elastic materials are 
treated in this thesis.  The contact lengths, 
sizes of slipped and locked regions, the normal 
and the shear stresses can be found, and these 


































非線性變分原理包括 Duvaut and Lions 
[2]及 Zhong [3]是以變分不等式(variational 
i n e q u a l i t i e s )來探討正向接觸問題；
Fredriksson [4]、Lee [5]、Bathe and Chaudhary 
[6]及 Zhong [3]是以變分等式(variational 
equalities)來處理正向接觸；在滾動接觸方















以驗證結果。Johnson [11] 與 Kalker [12] 則
推導出滾動接觸時的運動關係式(kinematic 
equations)，其中包括位移量(displacement)及
速度(rolling velocity)的關係。Liu and Paul[13]
則藉助 C e r r u t i [ 1 4 ] 所導出的基本解







































擦）力在接觸區傳遞，若圖 1 中物體 1 開始
加速旋轉，則在接觸區內會有分佈力 作用









前緣( leading edge )，滑動區則出現在接觸後 
緣( trailing edge )[1]。  
 
 
Figure 1  Two bodies in rolling contact  
 
    1A 點在 x 方向的位置 1d 可分解為兩部
份，即變形前的位置 x 和此點在 x 方向變形
量 ( )txu ,1 ，亦即 ( )[ ]ttxuxd ,11 +=                (1) 





























　　        (2) 
在上式中V 是滾動體(1 及 2)在沒有變
形情況下的移動速度， 1Vδ 是因為物體 1 變
 3
形，影響到圓周長度，而產生速度的改變
量，由於假設在穩態的狀況， 1u 對時間偏微 




∂++= 222 δ                (3) 










uVVVVVV 121212 δδ   (4) 
若定義無因次的滑動量(slippage) S 如下 











uS x 12ξ            (5)
其中 xξ 稱為潛變率(creep ratio)，定義為 
VVVx )( 12 δδξ −=            (6) 
(5)式在 1958 年已由 Johnson[11]推導出。 
 
Figure 2  Two elastic bodies in sliding contact 
 
(二)滑動接觸 
當物體 1及物體 2受到正向力 N 作用而
接觸，接著又受到側向力 xF 作用，如圖 2 所
示。在接觸面上原本重合的一對節點 1A 及
2A ，在側向力作用下可能分開。其中 1A 的
位移量 1S 可分為兩部份，剛體位移量 1δ 及彈 
性位移量 1u ，亦即 
  111 uS += δ                        (7) 
同理 2A 點的位移量為 
222 uS += δ                       (8) 









    (9) 
其中 12 δδδ −= 稱為兩物體之相對剛性位移
(relative rigid body displacement)。 
當 1A 及 2A 在滑動區時，S 是此兩點間的滑動
量(relative slip)，當 1A 及 2A 在附著區時， 
0=S ，因此(9)式成為 




點應力外插而得，因此元素 l 上的節點 j 的
應力可表示成 





















     (11) 
其中 ( )jj ηξ , 是節點 j 在ξ -η等參座標
系的座標，而 ( )ii ηξ , 是第 i 個高斯積分點的
座標， ( )ηξ ,iN 是內插(或外插)函數，或稱
形狀函數(shape functions)，{ }ld 是 l 元素的
節點位移，而 lE][ 是此元素的材料常數矩
陣。因此，若元素m 的第 k 節點與元素 l 的
第 j 節點之正向應力 yyσ 相等，可寫成 
[18,19] 
 
[ ] ( ) ( )[ ]{ }























     (12) 
其中 lE ][ 2 表示 lE][ 矩陣中的第二列。 
方程式(12)是表示元素 m 的節點位移









Figure 3 Elements in the contact region 
 
若圖 3 中的節點 j 及節點 k 在滑動區域時，
須滿足的邊界條件為： 
1. 兩節點在 y 方向位移差必須等於間隙長
度 h，亦即 
hvv kj =−                (13) 
兩節點之正向應力必須相等，即 ( ) ( )
kyyjyy
σσ =             (14) 
2.節點應力須滿足庫倫摩擦定律，即 ( ) ( )
jyyjxy
σµτ ⋅=           (15) 
( ) ( )
kyykxy
σµτ ⋅=           (16) 
若圖 3 中的節點 j 及節點 k 在附著區，則(13)
及(14)式仍舊成立，而且節點間剪應力仍應
相等，亦即 ( ) ( )
kxyjxy















∂+= ξ0     (18a) 
若在滑動接觸情況下，在附著區兩接觸節點滑
動量為零，方程式(10)再重覆寫成下式 
      ( )kj uu −−= δ0           (18b) 
若在正向接觸(非滾動亦非滑動)情況下，在
附著區兩節點沒有相對位移，亦即(18b)式中
的 0=δ ， 




hvv kj =−                (19) 
[ ] ( )[ ]{ }
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[ ] ( )[ ]{ }
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jjix ηξηξξ (22a) 
( )kj uu −−= δ0                 (22b) 
  0=− kj uu                      (22c) ( ) ( )
jyyjxy
σµτ ≤                   (23) 
滑動區： 
hvv kj =−                   (24) 
 
[ ] ( )[ ]{ }
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[ ] ( )[ ]{ }
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[ ] ( )[ ]{ }






























    本研究的有限元素程式係由作者自行








八節點等參元素(8  node isoparametr ic 
e l e m e n t s )，一般有限元素套裝軟體 (如
ANSYS、I-DEAS…等)的八節點平面元素皆
已設定採用 2 乘 2 的高斯積分，但在徐正陽
[18]及王樂榮[19]使用 2 乘 2 的高斯積分時
皆發生結果不穩定或誤差過大的問題，故本 
程式採用 3 乘 3 高斯積分。 
 





此接觸區域的強制位移量 y∆ ，及反作用力 P
（圖 4），詳細過程說明如下： 








則此 y∆ 即為造成此接觸區域長度 2a 的強制
位移量。產生此接觸區域所須的正向力 P 即
為這時在 B 點（圖 4）的反作用力。 
側向分析： 
這個部分的已知條件為接觸區域長度
a2 、強制位移量 y∆ 、及潛變率 Xξ ，而未知
數是滑動區長度、附著區長度、每個節點的




2.加上側向力 xQ ：將側向力 xQ 平均加在接
觸面所有節點之上，並不斷調整 xQ 的數
值，使得接觸最前緣邊界的剪應力 0≈xyτ 。 
3.調整附著區及滑動區大小：假設某一節點
之數值 xyτ 超過 yyµσ ，則此點設定為滑動狀
態，並加上多點拘束條件為(24)-(27)式。 
4.由於改變滑動區的大小後將會影響接觸前




































6.若結果完全符合步驟 2 及步驟 3 的條件，
則此 y∆ 即為造成此接觸區域長度 2a 的強
制位移量。產生此接觸區域所須的正向力 P




























    在重覆步驟 2 時，調整側向力 xQ 及潛變
率 xξ 會有規律可循，若是上接觸體較為撓性
(compliant)而且上接觸體開始加速的情況，
這時側向力 xQ 會使接觸前緣正向應力 yyσ 的
絕對值減少，而較大的潛變率(絕對值較
大)，會使前緣及後緣正向應力 yyσ 同時減少
(往 ∞− 方向增加)。亦即，增加側向力 xQ 會







yyσ 、及剪應力 xyτ 。其分析步驟與上述滾動
接觸完全相同，是求出當多出一個元素時之
剛性位移量δ 及側向力大小，但將第 1 步之
(22a)式改為(22c)式，而且第 2 步是調整δ 值







GpaE 210= ， 28.0=ν 及鋁 GpaE 70= ，
33.0=ν ，在相同材料摩擦接觸時，摩擦係




域一半寬度 mma 17815.0= 時，所須之正向力
NP 242.29= 而赫氏接觸所須之正向力為




( ) ( ) ⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧ +−−−= 220 11 cdxa
caxPxy µτ (29) 
其中a 為接觸區域寬度之一半，c為附著區
寬度的一半，而 cad −= ；圖 6 至 10 顯示
正向應力皆非常準確，而在附著區的側向
應力稍微偏高。Carter 亦解出潛變率 xξ 與
側向力Q的關係為 ( ) ( )PQ
E
P
x µµυξ −−−−= 1114 0
2
     (30) 






果(亦可參考 Hills et al.[21])。本研究的數值
結果與 Nowell et al.的結果接近。最後，當上
接觸體(圓柱 1)為鋁，圓柱 2 為鋼的情況下，
滾動接觸的應力結果顯示於圖 12，圖 11 是
在施加同樣正向位移量 y∆ ，但未滾動的結
果，但在加上滾動接觸的條件後，接觸區域












下與 Nowell and Hills 的數值結果相比較，但
圖 12 所顯示的曲線情況與 Nowell and  
Hills[22](亦可參考[21]，fig 4.23)相同。 






mma 717.4= 增加至 mma 974.4= 。因此本研
究僅顯示此特定的 δ 值情況下的應力分




















乘 3 高斯積分。 
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Figure 5  normal stress during frictionless contact     
between two elastically identical cylinders 
 
 
Figure 6  normal and shear stresses during rolling 
contact between twoelastically identical 
cylinders 00029.0−=xξ , 1875.0)( =PQ µ  
 
 
 Figure 7  normal and shear stresses during rolling    
contact between two elastically identical 
cylinders,ξx= −0.00045, 315.0)( =PQ µ  
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Figure 8  normal and shear stresses during rolling 
contact between two elastically identical 
cylinders； 0007.0−=xξ ， 52.0)( =PQ µ  
 
 
Figure 9  normal and shear stresses during rolling 
contact between two elastically identical 
cylinders； 00095.0−=xξ ， 731.0)( =PQ µ  
 
 
   Figure 10  normal and shear stresses during rolling         
contact between two elastically identical 
cylinders, 0013.0−=xξ ， 1)( =PQ µ  
 
     Figure 11  shear stresses in normal contact with    




Figure 12  normal and shear stresses for rolling contact 
between two dissimilar materials; 0158.0−=ξ , 




Figure 13  normal and shear stresses for sliding contact 
between two dissimilar materials, 514.0=PQ µ , 
mm0032.0−=δ , MPa7413.409max =τ  
